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i] Derivada de una funcién en un
punto. Interpretacion geomeétrica L

La tasa de variacién media de una funcién en un intervalo [a, a + h] es el
cociente entre ¢l incremento que experimenta la funcién en ese intervalo,
fla + h) — fla), y la amplitud del intervalo, h.

TVMIa, a + i = fla + h) — fla)

h
Grificamente, el valor de este cociente es la pendiente de la recta secante Observa
que corta a la grafica de f(x) en los puntos (a, f(a)) y (a + h, fla + h)). h+0, y puede ser h=>0 y
h=0.
Yh ) b

fla + h)-
fla — h)
fla)

>y

O a-h a
FiGuRa 9.1, a4

Ejemplos

1. Hallar la tasa de variacion media de la funcién f(x) = x* — x en los inter-
valos [3, 5] v [5, 7).

f(5)—f(3) _20-6

TVM [3, 5] = — =1
3, 51 5.3 >
7)—f(5 42 — 20
TVM[5,7]=f(} D) =11
it 2
2. Hallar la tasa de variacién media de la funcidn anterior para cualquier
intervalo de amplitud h.
+h x+hY—(x+h]—-[—x
TUMIx, x + h = fx+h) = flx) _ [( 1=% )N -1 ] E y
h h
X+ 2h+h—x—h—x+x 2h+h—h
= h = =2x—1+h
h Fla) §--rmssse o
Considerando intervalos de amplitud cada vez menor, el limite gréfico de :
las sucesivas secantes cuando h se aproxima a cero, es la recta de color rojo ,
que se observa en la figura 9.2. La pendiente de esta recta es el limite de la tasa o a
de variacién media cuando h tiende a cero. Este limite se denomina tasa de FiGuRA 9.2.
variacién instantdnea de la funcién f(x) en x =a.
+h) —
TVI (a) = lim futh - . ; el
Asi, por ejemplo, la tasa de variacién instantdnea de f(x) = x!— xenx=3
es TVI (3) =lim(2-3— 1+h)=
Se dlce que la funcmn fes derwabie en x = g si existe el limite: ,
Observa
fla+h) — fla) : _ b
ﬁI]Hw~—--~_—hf—~— f'(a) es la tasa de \.rarla_c_lén
: instantanea, si existe, de la fun-
Este Ifnnte se denomma derivada de fen x = g,y se denota por f'(a). cién fen x = a. El condicional,
: ’ f(a + h) — fia) si existe, indica lo que llamare-
Fla) = h'“ b mos derivada finita.
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de Iafunaén fix) en
_absclsa g,esla

Observa
‘Con esta definicion de recta

‘tangente como limite de rectas

secantes se evitan las confusio-
nes que se derivan de cualquier
otra posible definicién. Porejem-
pio, es comun admitir que la rec-

“ta tangente a una funcién en un

punto es una recta que corta en
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 Las siguientes figuras llustran !

tan desafortunada definicién: en
la figura 9.3.3, la recta no seria

tangente ala gréfica, y loes;y
- en la 9.3.b, se podria trazar mas
de una tangente en los puntos
‘en que hay un cambio brusco.

de direccion, y, sin embargo, no
‘existe recta tangente en x = a.

 FiGua 9.3,

Recuerda
La recta normal

la tangente en el punto

Por ello, el producto de sus

pendientes es —1:

m-m = =1

En ocasiones se utiliza otra expresion equivalente para definir la derivada
de f en a: tomando x=a+h, se tiene que a=x—h, por lo que si h—0,

flx) ~fla)
x—a

entonces x —»a:

f'(a) = lim

| recta que asa por @ f(a}}yt:ene pendiente f'{a Su
o i y f{d’}""" '{d’_ :

Como consecuencia de la definicién de tangente a una curva en un punto,
se puede deducir que, si una funcidn, f, es derivable en x = a, entonces existe
una tangente a la curva de f en el punto (a, f(a)).

Ejemplos

3. Sea la trayectoria de un movil de ecuacion s(t) = t* — 5t, donde la posicién,
s, se mide en metros y el tiempo, t, en segundos. Averiguar su velocidad en el
mstante t = 3.

La velocidad mide la tasa de variacién de la posicién del mévil en un deter-
minado intervalo de tiempo. Cuando no se indica un intervalo, sino un
determinado instante, la velocidad instantinea coincide con la tasa de
variacién instantdnea de la funcién s(t) en un determinado instante, en
nuestro caso t = 3. Por tanto, hemos de calcular s'(3).

s(3 +h) — s(3) (3+hP—5(3+h)—(3"—5-3) _

el h - h
. 94 6h+h —~15-5h—(9—15) , h+H
=|.Im :hm———.—_
h—=0 h h—0 h

=lim(l+h)=1m/s
h—=0

4. Averiguar el valor de la pendiente de la recta tangente a la curva de la funcion
f(x) = Vx, en el punto de abscisa x = 2. Escribir las ecuaciones de las rectas
tangente y normal a la curva en dicho punto.

Si existe f*(2) coincidird, por definicién, con el valor de la pendiente de la
tangente en el punto (2, V2).

+n-f2) . Vi+h-Vz [0
Pare e s A . b\

(V2+h-V2)(V2+h+V2) _ IAR=3 -
o V2 +h+V2) 5 h(V2Z+h+V2)
1 1

0\ AR+ VZ  2V2

Por tanto, el valor de la pendiente de la tangente pedida esm = ——.

V2

La ecuacién de la recta tangente en el punto de abscisa x = 2 sera:

_\/E=L = gl e
zx/z'{x 1= Y RRY

La pendiente de la recta normal en x=2esm, = —1/m= — 2\/5.

Por lo que su ecuacion serd:

y=VI=-2V2(x-2) =y=-2V2x+5V2
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Ejemplo

1
5. Averiguar en qué punto la tangente a la curva de la funcién f(x) = e tiene
pendiente —4, y escribir su ecuacion.

Calculamos f(a):
1

fath)—fla) . ath a =(g)_
h S h 0/

=0

f'(a) = lim

a—(a+h)] —Hh e =1

T Tk . e s T

N|;—l

Sif'(a) = —4 = —iz ——4 = g=%
a

Por lo tanto, hay dos puntos de la gréfica en los cuales la tangente tiene

pendiente —4, que son:
1 1
72 (- mn

Y
| 4
1 il
La ecuacién de la recta tangente en el punto de abscisa a = 7 serd: ! \ 3 “\ i
2 e
1 . \ } : =17%
y-—2=—4x——2- = y=—4x+4 ; ok
=5-4-3=2,)0 \ 2.3 4 §X
-1 L L]
La ecuaci6n de la recta tangente en el punto de abscisa a = & serd: SEEAEA
1 e
+2=—4x+ = = —4x— : 5
2, 4(x 2):.3 . -. [N T

FicUra 9.4.

@ctividades

~ B BLI] Dada la funcién fix) = (1 — x)%, calcula su derivada en el punto de abscisa 1.
;Qué puedes decir acerca de la recta tangente a la gréfica de fen dicho punto?

Solucién: £'(1)=0

Bl BT Averigua el valor de la pendiente de la recta tangente a la curva de la
funcién fix) = x* — 1 en el punto de abscisa x = 2.

Solucion: m = 4

H BT Calcula la pendiente de la tangente a f{x) = Vx en el punto de abscisa
x =4, A continuacién, escribe la ecuacién de dicha recta.

Solucidon: m = f-"‘{4) = ~l-

44 %
La recta tangentees y = i + 1.

. [ BT Averigua en qué punto de la gréfica de fix) = x’ — 2x, la pendiente de la
recta tangente es 4.

Solucién: En el punto (3, 3).

-~ B 13 Calcula las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la grafica de la
funcion f{x) = Vx + 2 en el punto de abscisa x = 2.

. ¥ -3

Solucién: Recta tangente: y = >3 +5.

Recta normal: y= —4x +10,

?_ g. Derivodas
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FiGura 9.5.
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FiGura 9.6.

7§

0 la ;
Ficura 9.7.

flx} =

x*+4 six=0
(x+2) six<0

Ficura 9.8,

E Derivadas laterales

A partir de la definicién de derivada de una funcién en un punto se pueden
definir las derivadas laterales utilizando el concepro de limite lateral.

A, existe lim ﬁiﬂ-’;_—ﬁ‘i se dice que fes derivable por la izquierda en x = a.

I_Jidm-!irn'rte. Se'mi_be f (a). : _ . j A

: Snmam+wse dice que fes derivable por Ia-d;erejcha enx=a
Dicho limite se escribe f/(a). ; ' :

De su definicion se deduce que si una funcién es derivable en x = q,
entonces sus derivadas laterales en x = a existen y son iguales. Y viceversa,
una funcién continua en x = a es derivable en a si existen sus derivadas late-
rales en x = a y ambas coinciden.

Dada una funcién continua en x = a, si las derivadas laterales en x = a
existen, pero no son iguales, la grifica de la funcién presenta en x = a un
punto anguloso. Grificamente, quiere decir que la recta tangente que se
obtiene como limite del cociente incremental de la funcion es diferente
a ambos lados del punto de abscisa x = a (figura 9.5).

También puede suceder que una de las derivadas laterales en x = a exista
y la otra sea infinita. En este caso, el punto de abscisa x = a también es un
punto anguloso (figura 9.6).

Si las dos derivadas laterales en x = a son infinitas y de distinto signo, siendo
{ continua en a, entonces ¢l punto se denomina de retroceso (figura 9.7).

Ejemplo

¥+4 six=0

(x+2)° six<Oenx=O'

6. Calcular, si existe, la derivada de la funcién f(x) =
Puesto que en x = 0 se produce un cambio de expresién, en primer lugar
deberemos averiguar si la funcidn es continua en x = 0, porque en caso de
no serlo no podria trazarse una recta tangente en el punto de abscisa cero,
por lo que no existirfa f’ (0).
Como f(0) = 4, y ademds:
lim f(x) = lim (x+ 2)" =4
x—{ x—=0 &

= ln:nG flx) =4
li“UL fix) = lin}ﬁ (Z+4)=4 pire

=¥ b B

se cumple que el limite en x = 0 existe y coincide con f(0), por lo que la
funcién es continua en x = 0.

Para determinar si existe ' (0), calculamos las derivadas laterales en x = O:

g o RRHER=RO) o (h+2)Y—4

FO)=lm =i =
=Iim__—-h-+4h+4_4=lim_-——h(h+4J=lim_(h+4)=4
k=0 h h—0 h hsQ

vy 1. fO+R)—fO) . h+4-4 K B
FO=i ™ T A T

Como se observa, las derivadas laterales existen pero no son iguales, por lo
que no existe la derivada en x = 0. La funcién presenta en el punto (0, 4)
un punto anguloso (figura 9.8).
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Ejemplos

7. Caleular, si existe, la derivada de la funcion f(x) = Vx en el punto de
abscisa x = Q.
Como se observa, la funcién estd definida en todos los reales y f(0) = 0.

Calculamos f' (0):
- B _ .
I1}}(}_)‘(0 +h) —f0) _ .. h 5 S _( 1 ): i

lim = lim =

h k=0 h h-ﬂ\/_;; oF

Por tanto, la funcién no es derivable en x = 0. Decimos que f tiene una
derivada infinita en cero (positiva), del mismo signo, aunque calculemos
sus derivadas laterales para h tendiendoa 0" 0 a 0 (figura 9.9.a).

FO =i

-

8. Calcular, si existe, la derivada de la funcion f(x) = \]/; en el punto de

abscisa x = 0.
Como se observa, la funcién ests definida en todos los reales y f(0) = 0.
Calculamos f*(0):
fO+ k) — f(0) _
h

P L
Tl h T A0 h? T \0

Por tanto, la funcién no es derivable en x = 0. Es mds, si calculamos el
lfmite del cociente incremental para valores de h préximos a cero, pero de
distinto signo, obtenemos:

F© =l

fL(0) = —ee
](’,.(0) = oo

Es decir, las derivadas laterales son infinitas y de distinto signo, por lo'que
la funcién presenta en x = 0 un punto al que denominamos de retroceso

(figura 9.9.h).

Qctividades

A EEL] Determina, si existe, la derivada de la siguiente funcién en el punto de
abscisax=1:

six>1

fix) =

| % |=

X six=1

Solucidn: (1) = —1

B Calcula si, en el punto de abscisa x = 2, existe la derivada de la siguiente
funcion:

—x* + 4x —1 six<2
M= six=2

Soludién: No es continua en x = 2, por lo tanto no existe la derivada de f en dicho
punto.

Fl B[] Determina si la funcion f{x) = | — 1| es derivable en los puntos de
abscisasx = —1yx=1

Solucion: No es derivable en dlchos puntos, puesto que las derivadas laterales en
ellos son distintas: f/(—1)= =2, f{(-1)=2; f/(1)=-2, fI(1)=2

? 9. Derivadas

- - =

Ficura 9.9.2.




E] Continuidad y derivabilidad

Como se ha visto en los ejemplos, que una funcién sea continua en x = a
es una condicién necesaria, pero no suficiente, para que la funcién sea derivable
enx = a.

Una funcién puede ser continua y no ser derivable en x = a. Esto sucede,
como se ha comprobado, en los puntos angulosos y de retroceso que puede
presentar una funcién. 8in embargo, vamos a demostrar que si una funcién fes
derivable en x = a, necesariamente debe ser continua en x = a.

Demostracion:

fla + k) — f(a) .
0 h

lim [fla +h) = f(a)] = lim

s 2AE D=0 . .
h=0 h h-2 0

Si existe f (a), entonces gmh [fla +h) = fla)] =f(a)-0 = 0.

Es decir, hlirt}} [fta + h) — f(a)] = 0, que equivale af}in}] fla + h) = f(a).
Como podemos sustituir a + h por x, entonces:

lim f(a + ) = lim f(x) = f(a)

Asf pues, f es continua en x = a.

Ejemplo

9. Determinar si es derivable en x = 1 la siguiente funcién:
x—1 six<l1

: = Inx si x=1

Primero debemos comprobar que f es continua en x = 1.

f(l)=In1=0

[er]:_f(x) = lerlz_ (x—1)=0

= lim f(x) = 0
lirrll+ flx) = lirr11+ Inx=0 x=1

Como li_r’r} flx) = f(1) = 0, la funcién es continua en x = 1.

Si es derivable en x = 1, sus derivadas laterales en 1 deben ser finitas
y coincidir.
i e i R =T =T =1) k-
| f-(l.)-—hlfl;r;_ ; —hh—%‘h_l
1T vy . m(l+h)=Inl  In(l1+h)
i) =y, RO 0D

" 3 Como la funcién logaritmo es continua en su dominio, recordando cémo
i) se resuelven los limites cuya indeterminacién es 17, tenemos:

=lim, In (1 + h)"*
h—0

7R fi) =lnlim, (1+h)*=lne=1
1A [ | | h—=0

" ]_{ x=1 six<1 Por consiguiente, las derivadas laterales en x = 1 coinciden, por lo que
= inx six=1 f’{1) = 1 (figura 9.10).

Ficura 9.10.
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Ejemplo

10. Calcular el valor del pardmetro a para que sea derivable en x=2 la
siguiente funcién:
4—x six<2

—x'+ax six=2

fix)=

En primer lugar f(x) debe ser continua en x = 2.

f(2)=—4+2a

S fn) =l - =2

lim, f(x) = lim, (=X +ax)=—4+2a

Para que sea continua en x = 2, f(2) =Il'_11:r2‘1+ fx) = :l_igng_ f(x), por lo que:
~4+2a=2 = a=3

Puesto que la continuidad en x = 2 no es una condicién suficiente para que
exista f(2), calculamos las derivadas laterales en x = 2:

o fR+R-f)) . 4—Q+h-2_ . —h_

fA2)=lm. h =l h =l 8l
pasx v B ERY=H{EY —(2+h)2+3(2+h)—2*

- T h -

—lim 4—4h—h +6+3h 2=1im h h=h‘m (—h—1)=—1
h—ot h h—0t h h—=0" :

Por tanto, si a =3 la derivada en x = 2 existe y vale f'(2) = —1.

YA
N
4 ﬂx]={4_x six<2
—x'+3x six=2
0 2 \ X
Ficura 9.11.

Qctividades

1 X
£l B T] Determina sila funcion fix) = (1 + ;) es derivableen x = —1.

Solucién: La funcién no es derivable en x = —1, ya que no es continua en x = —1,

B[] Determina si es derivable en x = 2 la funcion:
[xz -4  six=2

fx) = )
In(x—=1) si x>2

Solucién: La funcion f es continua en x = 2, pero no es derivable, puesto que
fi2)=4yf(2)=1.
[l BEE] Calcula el valor del parametro a para que sea derivable en x = 1/2la funcion:
% = 1
ax* + x s;x<;
5t LS L
= six=-

2 1 1
Solucidn: Sia= —;, fes continua en x =E' pero no es derivable en x = ey

1 1
El punto (E’ f (3)) es un punto anguloso.

? Q. Derivadas




L] Funcién derivada [©

4.1. Definiciones

Una funcién f es derivable en el intervalo (a, b) si y solo si existe f’ (x),

Observa Y x € (a, b).

La funcion derivada de f, f/,
.no debe confunﬁwsg conel va.lar ‘Se define la fundén derwada de f como la funcién que asocia a cada X & Dom f, e!
qiedicha funao." pu_Ede L valor de su deﬁvada f’(x), si este existe. La funcion derivada de f se denota porf’.
en x =g, es decir con f'(a). La 7 x> £ .
gestvatla Oe Fes wna IMRCION El dominio de Ia funcién £ es un subconjunto del dominio de f:
la derivada de f en a, si existe, Domf’'C Dom f .

es un numero real.

Por ejemplo, la funcién f(x) = |x* — 1|estd definida para todo x € R. Sin
embargo, presenta, como es sabido, dos puntos angulosos para x = —1

yx =1, por lo que Dom f* = R — {—1, 1} (figura 9.12).
Ejemplo
fix) = ; .
11. Dada la funcién f(x) = 1/x’, hallar su funcién derivada. A continuacién
demostrar que la recta tangente a la grdfica de f en x = 1 tiene otro punto de
interseccion con y = f(x).
=L =1
| | i i { | | + h Z 2
Ficurn 9.12. Para cualquier a € R — {0}, f'(a) =Jiirr}J % =
g L= (ath?  —Qath) -2 -2
20 hd(a+h)?  weo 2@+ hY o o
Es decir, f’(x) = _—, Como f'(1) = —2, la ecuacién de la tangente en
Notacion X
Bl También debes conocer la nota- el punto de abscisa 1 es:
cion debida’ & Letbhiz £l -2l y = f(1) = —2(x — 1), es decir, y = —2x + 3.
dx s "
Con esta notacién se indica respecto Como se observa, el dominio de la funcién f’ coincide con el de f.
#quevanable se derva i funcidn; no Sila rectay = —2x + 3 y la grifica de { se cortan enalgin otro punto,

es un cociente.

y = f(x) deberd cumplirse para algin otro valor diferente de x = 1 que:

1
—2x+3=—,conx#0
x

g . 2.2 ;
Esta ecuacién es equivalente a —2x’ + 3x* — 1 = 0. Teniendo en cuenta
que una solucién es x = 1, factorizamos;

T2 3 0 =]
1 -2 1 1

2+ —1=0(x—-D(-2¢+x+1)=0

1 1
Como —2x +x+1=0six=1yx= —%,elpunto(*i,‘})eselotm

- punto de interseccién de la curva f y la tangente a f en x = 1 (véase la
FiGur 9.13. figura 9.13).

La funcién derivada de f nos proporciona informacién acerca de f. En la
siguiente unidad estableceremos con claridad la relacién entre f'y f.

@ Andlisis



4.2. Derivadas sucesivas

Del mismo modo que se obtiene la derivada de una funcién f, también es
posible obtener la derivada de f’, que llamamos derivada segunda y denotamos
por (f') = . Su dominio es el conjunto de valores reales x en los que f’ es
derivable. Cuando existe £’ (a) se dice que la funcién f es dos veces derivable
enx = a.

Este proceso se puede continuar. La derivada de la funcién ' es la derivada
tercerade f, (f’’) = f'". Y asi sucesivamente.

Como se puede observar, la notacién para las derivadas de orden superior
de f es algo engorrosa: se debe adoptar una notacién més préctica.

.
Por lo general, la derivada n-ésima de f se denota por f™.
Es importante resaltar que existe una estrecha relacién entre una funcién f
y sus derivadas de orden superior.

Ejemplo

12. ;Qué sucede con las derivadas sucesivas de la funcion f(x) = (x — a)’ + b,
cuya representacion grdfica es una pardbola con vértice en el punto (a, b)?

Ay

fi)=(x—al+b

b

0 a X

Ficuna 9.14.

Para cualquier x € R, tenemos que:

fxth) —f) _ . (x+h=o +b-lx=al+h _

fi¥) =l h i h
) (x—a)2+2(x—a)h+hl+b—(x—a)2-b
i h -

= lim [2(x ) ¢ H=2%— 2

La representacién grafica de f’(x) corresponde a una recta de pendiente 2 y
ordenada en el origen —2a, tal como muestra la figura 9.15.

f’(x) = lim flxth) —fix) = iy [2(x + h) — 24} — [2x — 2d] N
A0 h Iy y

Z_h:
h

La representacién gréfica de f”(x) es una recta, y = 2 (figura 9.16).

2

= lim
h—0

Como se deduce facilmente, cualquier derivada de orden superior es cero,

f™ = 0,sin>2 (figura 9.17).

@ 9. Derivadaos

[ Aceleracion

Ml Si |a funcion st} proporciona la
posicién de un mévil en cada instante
t de tiempo, su derivada segunda, (1),
es la tasa de variacion instantdnea de
su velocidad en un cierto instante, ¢,
es decir, su aceleracion en dicho ins-
tante.

/f’(x) =2x—2a

0 a X

—2a

Ficura 9.15.

Yk

2 ) =2

0

B3

Ficua 9.6.

f"(x)=0,conn>2

-

o] X

Ficura 8.17.
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E] Reglas de derivacién [©

Aunque es muy importante recordar qué significa que una funcién sea
derivable en x =a, y por tanto la definicién de f’(a), hay que reconocer que
no es un procedimiento practico para calcular la derivada de una funcién.
También es cierto que a veces no es posible calcular de otra manera la derivada,
pero existe un gran nimero de funciones que se pueden derivar mediante
un proceso que consiste en conocer la derivada de algunas funciones elemen-
tales y el método para derivar operaciones realizadas entre ellas.

5.1. Derivada de la funcién constante vA
| Sifi0 =k entonces £ =0. |
En efecto, V a € R se cumple: foa=0
+h) —f( k—k g X
£(a) ﬂ"i%w:m =0 (figura 9.21)
. ) X Ficura 9.21
5.2. Derivada de la funcién identidad "
| SifW=xentonces W =1.
En efecto, V a € R se cumple: 1 "
viw s et E—Ha) - . Cwthig o W o ¥
PRSI=5— B § ik T oemAR)
5.3. Derivada de la funcién suma y producto N,
En efecto:
+g)(a+h)— (f+
(f+g')’(a) =£i_13}) {f g)(a ; (f g)(a) _
T (Chy h) + gla+h) — [f(a) +gla)] _
h—0 h
- [f(a +h) —fla) _ gla+h)—gla) ] B
= lim + =
h—=0 h j h
+h)— +h)—
- i P i EEEE 0 gt
Para €l pror:lucto( ;enje(mos: o - Observa'. :
iy 1 \frg)lath) —(f-gha) _ En esta igualdad (*) suma-
(f-g)(a) -'EERJ h mos y restamos la expresion:
- fla+ h) - gla+h) —f(a) - gla) *  fla+h)-gla)
h—0 h
i {0t Wgla +h) — gla)] | [flath)—fa)lgla) | _
% . glath)—gla) . flat+h)—fa) . -
=l o+ S g F R )=

=f(a) - g'(a) + f'(a) - g(a)

@' g. Derivadas
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Ejemplos
14. Calcular la devivada de la funcion f(x) = (x — 2V%) - (£ — 1).

Puesto que es un producto:

£ = (x=2Vx) - (2 = 1) + (x—2Vx) - (¢ = 1)’ =

1 ) : !
=(1-—=) (= 1)+ (x—2Vx) - 2x =3¢ = 5V + —=~ 1
( Vi Vi
15. Hallar en qué punto de la grdfica de f(x) = x — '\f:_(.lfztangeme es paralela .S W e
a la recta de ecuacion 3x — 4y + 1 =0, i 3*,'?3"*'.1,:}}.-
5 i

: 3
La pendiente de la recta es —, por lo que debemos averiguar en qué punto

(a, fla)) de la gréfica se cumple f'(a) = T

Derivamos f: f'(x)=1— ;

2Vx
3 1 i
—=]l—-——==a=4.
4 2Va
Por tanto, el punto buscado es (4, 2) (figura 9.24).

A continuacién buscamos a:

" {Dctividades

i@ EEL Calcula la derivada de cada una de las siguientes funciones:

3 _Z_X _ l_ o o R _2_
a) flx) 3 ¥ €) fix)=Vx Ve
2 3 3x?
b) f)=+o5 d) ﬂx1=3—xﬁ+w
: ' 21 A3
Solucién: a) f'(x) =3X2_§+F b) f=—5——%
i
W a4 —3Vx 3
¢) f'ix)= + d) f'lx)= +
2 0 2 2Vx
BT Calcula la derivada de cada una de las siguientes funciones:
1
a) ﬁx}={x2~2x)-(\/3_x~?) b) f(x)=(2x—%)-{x—1)’
5xV3x 2 2

Solucién: @) f'(x) =

[ EE] Determina:
a) Para qué valores de x |a recta tangente a la grifica de fix) = x* — 6x* — 15xes
paralela a la rectay = 3.
b) Los puntos de la grafica de f(x) cuya tangente es perpendicular a la recta cuya
ecuacién esx — 15y +3=0.
Solucion: @) x=—1yx=5 b} (0,0)y(4,—92)
E] Dada la funcién fix) = ax’ + bx + ¢, determina los coeficientes g, b y ¢

sabiendo que la gréfica de f(x) pasa por los puntos (1, 0) y (3, 0), v que la recta tan-
gente a la curva y = fix) en x = 1 tiene pendiente igual a — 1.

Solucion: a=1/2,b=—-2,c=3/2
£l EEE Dadas las funciones fix) = x* — 2x + 3y g(x) = ax* + b, calcula a y b para
que las graficas de fix) y g(x) sean tangentes en el punto-de abscisa x = 2,

Solucion: a=1/2,b=1
il EEE Calcula para qué valores de a las tangentes a la gréfica de la funcién
fix) = ax* + 2x + 3en x= 1y x = —1 son perpendiculares entre si.

Vs
Solucion: g = +=——
P

-3V3x—1 b} Fl)= 6x1—8x+2——x—2+?

@-q. Derivadas
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5.8. Derivada de la funciéon logaritmica
©Sif) = Inx, entonces £ = %

In(a+h)—Ina _
e

En efecto, paratodoa € R", f’(a) = }in}}

(a+h
Y +h)\!
=lim7a=limln(a )F

h—=0 h h—=0 a

Como la funcién logaritmica es continua en R”":

a+h\L [ et 1
T, Ty : h = : =% " = Va— _
f'(a) lnzm( ) ln}g}}(l—ka,h) e ==

Slﬂ)f}”lﬁ)gﬂ X EﬂtOﬂCESf’(x) = (——)10& &= s
S ._ S X/ xln a

5.9. Derivada de la composiciéon de funciones:
regla de la cadena

ivable en x= ayf esdeﬂvableeng(a}, enf@nce& fog es derivable enx = a
. (F9a=fl0) g
Esta férmula recibe el nombre de regla de la cadena.

Ejemplos

16. Calcular la funcién derivada de f(x) = In (x* — 1).
Primero se determina el dominio de f: Dom f= (—oce, —=1) U (1, +e0).
A continuacién se observa que f es una funcién compuesta:

x> Y—1on(*-1)

Por tanto, la funcién derivada sera:

) S 1 N s 21 P
f)= =7 (=1 ="3—7yDomf =Domf
17. Caleular lu funcién derivada de f(x) = In 1:"
%

Dom f=(—1, 1). Ademds, f es una funcién compuesta del siguiente modo:

T 1—x [1—x [1-=x
X — — — In
1+x 1+4% 14+x

Por tanto, primero deberfamos derivar la funcién logaritmo, a continuacién
la funcién potencial, y por tltimo, la funcién racional. Pero, utilizando

las propiedades de las operaciones con logaritmos, podemos escribir:
f(x)=—;:-[ln(1 —x)—In (1 +x)]
Entonces, simplemente:
R W s ') =g ~ 4
flo=3 '(1wx 1+x)_ 2 1-2 2-1

Dom ' =Dom f.

@ Q. Derivados

Observa 3
Six#0, (In|x]) i

| In{=x) si x<0
In|x|=

Inx si x>0
([—1) 1
_ (——-) == 5=
(infx]y =14 Y% ¥
2 si x>0
L X ;
1) W i i 13
. : -
| \ fg;l-—!_slla |
0
o == E
1 i
FigUa 9.25.
Observa

El dominio de la derivada de
una funcién debe estar conte-
nido, o ser igual, al dominio de
la propia funcion:

Dom f'C Dom f

Por este motivo, debemos

restringir el dominio de f'al de £

y luego observar si existe algan

punto del dominio de fque no
deba estar en el de f'y eliminarlo.
De este modo, en el ejemplo
16, la expresion algebraica de f
es valida para todos los nimeros
reales excepto =1; pero como
estos valores ya estan excluidos
del dominio de f resulta que
Dom f’= Dom f. e




Observa
Aplicando las propiedades
de los logaritmos:

a +x},n,[ln (1 +x}__+ .In'x ] %
1+x

= (1+2™:In [{1 +at +’°]

5.10. Derivacion logaritmica

Con la regla de la cadena y la derivada de la funcién logaritmica, podemos
realizar la siguiente reflexion:

Si f(x) es una funcién que toma valores positivos, y g(x) = In (f(x)), entonces

-ﬁl;-f’(x), es decir, f'(x) = f(x) - g’ (x).

Entonces, si necesitamos derivar una funcién f(x), podemos hacerlo
tomando precisamente logaritmos.

gx)=

Por ejemplo, sea f(x) = x*. Estd definida en R" y siempre toma valores
positivos. Para derivar esta funcién, tomamos logaritmos y derivamos a
ambos lados de la igualdad:

Inf(x)=Inx*=x-lnx
(Inf(x)) = (x-ln x)’

k-
flx)

Despejamos f'(x):

1
ffx)=lnx+x—=Tnx+1
x

fi(x)=f(x) (Inx+1)
Sustituimos f(x) por su valor:
fix)=x"(lnx+1)

Este método de derivacién se denomina derivacién logaritmica.

Ejemplo

18. Caleular la derivada de la funcion f(x) = (1 + x)™*.

El dominio de esta funcién es Dom f = (0, +oe).

Para hallar su derivada aplicamos derivacién logarftmica.

Tomamos logaritmos a ambos lados de la igualdad:
Inf(x)=In[(1+ x)"%]

El logaritmo de una potencia es el producto del exponente por el logaritmo

de la base:
Inf(x)=Inx-In (1+x)

Derivamos a ambos lados de la igualdad, teniendo en cuenta que a la
derecha hay un producto:
fiix) _1

) ;-ln(1+x)+lnx-l+x

Despejamos f'(x), que es lo que querfamos calcular:

In(1+x) lnx]
+
X 1+x

f'(x) =f(x) [

In (14 x) lnx]
+
X 1+ x

filx)= (1 +X)l”[

@ Andlisis



5.11. Derivada de la funcién exponencial

Sifin=a’a € R’ entonces ) =a*Ina.

Vamos a realizar la demostracion aplicando derivacién logaritmica.

Como el recorrido de la funcién exponencial es R, tomamos logaritmos:

filx)=a=Inflx)=x'lna 7 3 ;

A continuacién derivamos: ‘_
(In f(x))' = (x-Ina) T LT
In a es una constante, por tanto: _ a1 LA :
fr(x) . | ' ! e
= 11-1 L =] i L |
o~ ¢ T ol

Despejamos f’(x) y se obtiene: -

f(x) =f(x) - In a, es decir, f’(x) =a** ln a. FicuRa 9.26.

5.12. Derivada de las funciones circulares

e Slﬂx;,:senx,entonca fl)=cosxVxER

En efecto, si f(x) = sen x, tenemos:

sen (a+h) —sena

h
A+B _ A-B

sen , sustituyendo se obtiene:

2 2
2a+h h h
Z'COS( 3 )-sen(i) sen(z)

f(a)zli_l;r?} ; = lim cm(a+5)- ——}—Ji— =

VaeR, f(a)= Pmo

Como sen A —sen B=2 cos

: hy| . S
_klﬂ[LOb(a+f)]'llﬁ W =cosa-l=cosa

| Sifix) = cosx, entonces fx) = ~senx V x E .

En efecto, si f(x) = cos x, tenemos:

cos{a+h)—cosa

h
+ B A=Bh
Como cos A—cos B=—1 sen (A ) “sen ( : '2 ).,3 sustituyendo:

VaER, f(a)=lim

2

Za+h h 3
— s Se“("z—) - sen (E) B sen (2) i
fla)= }11-% h =lim | — sen(a +*~) N Observa

hoo 2 h/2
En las demostraciones he-
h mos utilizado que:
of}

= Jlim [— sen (a +—>J - lim =—sena*l=—sena 0 X

@ g§. Derivados




Observa

También se puede hacer:

y=arcsenx= seny=x

Derivando a ambos lados de
la igualdad: ]

sy y'= 1, por lo que:

1
y" =

cosy
Como cosy=V1~sen’y
sen y = x, se tiene:
IS 1
cosy Vi-x’

y'=

Con esta informacién, y realizando la derivada de un cociente de funciones,
se obtiene:

Para deducir la derivada de las funciones circulares inversas, arco seno,
arco coseno y arco tangente, debemos averiguar la relacién que guardan
entre si las derivadas de las funciones inversas respecto de la composicién.

En primer lugar, para que exista la derivada de la funcién inversa (f ')’ en a,
debe ser derivable y diferente de cero la funcién f en f~'(a).

Sify f ' son funciones inversas respecto de la composicién, debe cum-
plirse que (fo f™")(x) = x.

Derivamos aplicando la regla de la cadena:
£ () =1

Por tanto:

) = siempre que f'(f'(x)) # 0.

L
FEG)

 Siflx) = arc sen x, entonces (1)

En efecto, f(x) es la funcién inversa de la funcién seno respecto de la
composicién. Asf pues:
(sen (arc sen x))' =1

Aplicando la regla de la cadena: cos (arc sen x) - (arc sen x)' = 1.

Despejando:
1 1 1

cos (arcsen x) /1 — sen’(arc sen x) V1 —

como se querfa demostrar.

(arc sen x)' =

De modo andlogo, se puede demostrar que:

SiﬁX?=arc€0$xfEﬂtﬁMesﬂx] G

; .5]=-ﬁx}'=jﬂé.tg-:-xi§dt6ﬁg¢g{-f{ o

5.13. Resumen de la derivada de las principales
funciones compuestas

—g'ix) - sen glx)
el
g mw_
=00 gigll =
' = g - sec’ glx)

@ AnGlisis




{ctividades

EE ] Calcula la derivada de las siguientes funciones:

a) fix)=e* d) f)=In(x+e™)
b) fX)=(1+x)-2"" e) fly=Vv2*""+1
e +e™ 3xe™
c) flx)= e f) fix) = Ve
Solucion: @) Fx)=2e* b) f)=2"""1+01+x0I2 ¢) flx) =—;~—_—f—2;——
ev+e =2
_ e 2 n2 _ —9%+6
. f1){]_:(+-‘."" gm= 2%+ 4 a 2¢*Ve'
P EEIE Calculala derivada de las siguientes funciones:
a) flx)=sen 2x f) f(x) = sen x* — cos x*
b) fix) =sen’x g) fix) =tg* x*
€) fix)= senx’ h) fix) =arcsen V1 —x
d} fix)=cos 2x* i) fix) = (arc tg x*)
e) fix)=cos (x* — 3x) j) f)=Incose”

Solucién: @) fx)=2cos2x b) f(x)=sen2x ¢) f{x)=2xcosx’
d) f(x)=—4xsen 2x’> e) f(x)=—(2x — 3) sen (x* — 3x)

4x tgx?
f) ) =2x(cos x*+senx?) g) flx)= X ?"‘2
cos’x

m _ Mxarctgx’

Viee T

EESE Deriva las siguientes funciones:

h) fx) = j) flg=—e'tge’

a) fix)=(senx)’ ) ) =(x-e)"
x 1 Sen X
b) fix)=Vx—2 d) ﬂxJ—(ms;x~1)

Solucion: a) f(x) = (sen x)" (In sen x + x cotg x)

b) f'(x)=\"/ﬁ(_’"(’§‘2}+ L )

X X' —2x

x+Inx 1+x)

WA — (s MY VE
e = (SR L

I 2 Zseny 0% i 1 )
d) f(x)=2(tgx) (In (tg )" + roge

EEE Calcula la funcién derivada de las siguientes funciones:

1+senx a ™ 1+senx T ™
- ——=<— = ——=x<—
a): Mg 1 —senx con 2 =x 2 .= 1—senx 2 X 2
[ 1+senx m T 1—cosx
— _ - —— — = =x<
b) & 1—senx %n 2 =X 2 ) 1=ty 1+cosx N =S
2cosx » 1 1
Solucién: @) Flx)=———= &) Flx)= c) flx)=—— d) flx)=—
(1—senx)’ 1—senx cos x 2

B ] Halla el punto de la gréfica de y = x + In x en el que la recta tangente es
perpendicular a la recta 2x + 6y = 5.

g (11 _
Solucidn: (2,2 In 2)

@ 9. Derivodas




Recta tangente

1. Considerar la funcién:
fx) =x* —3x* + 2x + 2

a) Calcular la ecuacién de la recta
tangente a la gréfica de f(x)
en el punto de abscisa x = 3.

b) ;Existe alguna otra recta
tangente a la gréfica de f(x) que
sea paralela a la que se ha
encontrado? Razonar la
respuesta y, en caso afirmativo,
hallar la ecuacién.

2. Dada la funcién fix) = = :: ! ;

determinar la ecuacion de la recta
tangente a su grafica en el punto
donde se anula la segunda
derivada.

3. Calcular, si existe, la ecuacion
de la recta tangente a la curva

de ecuacidén y = -v3 x — 1 en el punto
de abscisax = 1.

La funcién es polindmica, continua y derivable en todos los ndmeros reales.

a) Calculamos el punto:f{3) = 8, por tanto el punto donde debe calcularse la ecuacion de
la recta tangente es (3, 8).
La pendiente de esta tangente es f(3), por tanto calculamos la derivada de la funcion y
sustituimaos:

) =3¢ —6x + 2= F3) = 11
La ecuacion de la recta en forma punto-pendiente es:
y—=8=11Kx—-3N=2y=11x—25

b) Cualquier otra recta tangente paralela a la anterior debe tener la misma pendiente, 11,

Para ello debemos resolver la ecuacian fix) = 11,

fg=11=3¢"—6x+2=11=>
=W —6bx—9=0=
{x=3
o
x=-—1

Una solucién es x = 3, que ya conocemos. Ademas, cuando x = —1,]a recta tangente
también tiene pendiente 11,

Para escribir la ecuacion de esta recta tangente procedemos como en el apartado
anterior fl—1) = —4, por tanto el punto es (—1, —4),y la recta:

y+4=1x+1=y=1x+7

+1
Dada la funcion fix) = : = , debemos calcular en qué punto se anula la sequnda derivada:
=X
fld = —-
e
=i
F) = 2t =5 F(x) = Osix = 1

X

El punto de la curva de abscisa x = 1 es:

(3

En x = 1,la pendiente de la recta tangente es:

1
m=f{l)=—
e
Lz ecuacion buscada es:
2 1 = T
——=m—— - N=2y=—+—=
y e g )=y g’ e

Veamos cudl es el punto de la ecuacion que tiene abscisa x = 1.
fi1) = 0,asi, el punto es (1,0).
Derivamos:

1
) = ——
Vi =17

A1), luego no existe recta tangente en este punto.

@ Andlisis



Derivabilidad y continuidad

4. Calcular el valor de los
parametros a y b para que la
siguiente funcién sea derivable
enx=0:

fg= | € cosax six<0
Infe+x)* six=0

En primer lugar, debemos analizar la continuidad de Féifun!:j‘;_{m propuesta,

Para x < 0,es un producto de funciones continuas, por tanto continua.Y también para x=0,
puesto que es una funcion compuesta de funciones continuas para x> —e,

Para que sea derivable en x = 0, primero debe ser continua en dicho punto.

f0)=Ine’=a

lirn_f(x)=lim_(e™ cos ax)=e"+1=1

x =0 x=+0

lim_fix) = lim, [Inle+x7T=a

=0 x—=0

Para que sea continua en x =10, el Eim‘ f{x) debe coincidir con la imagen (0}, por lo que

x=+0

debesera=1.

Con @ =1, para que sea derivable en x = 0, las derivadas laterales en dicho punto deben

coincidir.

Puesto que la funcién es continua en x = 0,y ademas:
b-e™ cosx+e”(—senx six<0

flx) = 1
e+ x

six>0

tenemos que la funcion derivada f'{x) para x # 0 tiene limites laterales en x = 0. Los calcu-
lamos, y deben ser iguales para que exista £'(0}:
lim_ £0d = f(0) = Iin"é_, [b-e™ cosx+e™ (—senx)]=b

1 1

I, =0 =l (735) =3

ffO=f0=b= 1
e

1
Portanto,sia=1yb= = F(x) es derivable en x =0.

Célculo de la derivada de una funcion en un punto

5. Sea la funcién:
v [x‘sen (1/%x) six<0

0 six=0

Calcular su funcion derivada.

A menudo se cae en la tentacién de calcular la derivada de una funcién en un punto
aplicando las reglas de derivacion. Pero hay ocasiones en que la derivada de una funcian
en un punto existe y, sin embargo, no existe el limite de la funcién derivada en ese punto.
Para reflexionar sobre ello, proponemaos el siguiente ejercicio.

Esta funcion es continua en x = 0, puesto gue f(0) = 0,y ademas:
Iim0 sen (14)]1=0

La funcion derivada para cuélquier x#0es:

f"(x} =2x sen (l) +X2 ( “-J ) cos (j-) = 2x sen (l) — 0% (.l)
X X X X X

Para calcular f*(0) como limite de la funcién f'(x) cuando x tiende a cero, se observa que:

A Ilim0 f'(x), puesto que no existe Iimu [2x sen (1/x) — cos (1/x)]
(El limite del sequndo surmando no existe cuando x tiende a cero,)

Sin embargo, si calculamos £'(0) aplicando la definicion de derivada en un punto,
obtenemos:

£(0+h) — f(0) i (13 ¢ :
: +h) — gl W 2]
f(0)= L@D il Lll'_'l:n h = LITF [h sen (h )] 4]
Por tanto:
; 2% sen (l)—cos (-1—) six#0
i) = X X
0 six=0

Esto es asi, porque en este caso f'(x) no es continua en x =0, ya que, cjiunqué existe f'{0),

no existe lim f'(x).
? 9. Deriundas
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Calculo de derivadas sucesivas

Algunas veces es posible determinar la derivada n-ésima de una funcién por iteracion.

6. Calcular la derivada n-ésima Calculamos las primeras derivadas y observamos si hay alguna cadencia:
de la funcién fix) = x- In x.

F=Inx+1 ) ==

X
) S |
f"x) = S £7(x) , 7
F(x) = 1

Podemos suponer que fo(x) = —

6

41 = 24, que es el coeficiente que se obtiene al derivar f*(x) =

Respecto al signo, observamos que a partir de la derivada segunda es positivo para las

derivadas de orden par y negativo para las de arden impar. Por tanto, podemos deducir que:
: (n=2)!

) =(=1)"- P =T paran# 1.

Ahora hay que verificar por induccién que la formula es cierta, Suponemos que se verifica
para n =k veamos si se cumple paran=k+ 1.
Derivamos:

) = (= 1) (= 2l =

k—1)-{—1 ~1W
=(_-—‘[)".(k_2)|_.(_%=(_”k+1_ (K kT}
X

Por lo que la expresion hallada para la derivada n-ésima es cierta.

Derivacion de funciones en forma implicita

-

Hay relaciones entre variables cuya expresion analitica no es de la forma f(x) = y. Por
ejemplo, las ecuaciones de las cénicas relacionan de forma implicita sus variables, y en
ocasiones es laborioso aislar la variable dependiente en funcién de la independiente. Pero
podemos realizar la derivada de la funcién tal como estéd escrita, es decir, en forma
implicita, aplicando la regla de la cadena, y teniendo en cuenta que derivamos respecto de
la variable independiente, que es x, por lo que x'= 1.

7. Calcular la pendiente de la recta Es evidente que despejar y = f(x) no es sencillo. Por tanto, derivamos en forma implicita la
tangente a la circunferencia ecuacion. Tendremos que: '
x?+y? — 6y — 16 = 0 en los puntos 200+ 2yy'—6y'—0=0
de abscisa x = 3. = =
A+ —by'=0=y'=—>"=
| ~ \;| ly. | yy y y 2y -6 y -3
i ; i En x = 3, tenemos que 9 + y* — 6y — 16 = 0, es decir, para averiguar las ordenadas de los
] | | Y5 o puntos debemos resolver la ecuacién y* — 6y — 7 =0,y se obtiene:y= —1,e y =7, por lo
1 4 %
-+ --74- que los puntos en los que debemos calcular la tangente son (3, —1) y (3, 7).
_ | La pendiente es y'(3) = ek = -Z en el punto (3, — 1),y la ecuacion de la tangente en
{ e _ = < este punto es;
as - A X 18
X
=6 AN=201 416 ; Y*(—U— (= 3}=>y————4—
-
SN S 3. -3
EEN L] A1 la La pendiente es y'(3) = ——=——en el punto (3,7),y la ecuacién de la tangente en este
- T
F A punto es:
v
< p -3 =3% 37
i el st e e L e o
FicuRa 9.27. A FR ik s e
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Reglas de derivacién y funcién derivada
2

EEZ] Calcula la funcién derivada de estas funciones:
a) fix)= (¢ +3x)°

1
b) f{x}w{+4

c) fix)={(senx+ 1)
d) fix)=x*-senx

3x+1
f) f)=x"-e

g) fx)=3xVx'—1
h) )=2"Inx+1)
i) ="
nx
) fo=x2"e"
K |F(X]=senx—f—cosx
tgx
1) f)=(tg*x+ 1) cosx

I 1 1 —«
Solucion: a) (6x+ 9) (x° +3%)° b) —__£x2+4}2 c)sen2x+2c08X

d) senx +x' - osx eJ_—Bf—__—z;-]l_—s fle ' (—x)

6 —3 ( 1Y, Elnxekaing—1)
g) T h)?klnz In{x+1}+x+1) T e
osx . senx

)Y+ 22+ ) k) —senx—cosx———— 1) —
sen’x | cos'x

EEER Calcula la funcién derivada de estas funciones:
a) fix)=sen (sen (cos x))
b) flx) = sen (sen (sen’ X))
¢) fix) = arc sen (cos x)
d) flx) = cos (arc sen x)
e) f)=In(senx)
£) fo=n(1-Vx)’
Sen X
g) fl= —"\/t—?'x—:—-i'
h) fix) = cotg® (3x)
i) fix)=e"
J) f)=In(sen x/x)
k) fix)=3x+Vcos (2x+1)
1) flx)=x:arcsen ﬂ
m) f{x) = In (sen (arc cos x})
n) fix)=In (tg (arc sen x)
Solucién: @)} —cos (sen (cosx)) + cos {cos x) - sen x
b) cos (sen (sen” x)) - cos (sen’) - sen 2¢ €} —1 ) —1/V1 ¥

= —27¢ cotg’ (3¢)
ootax’ f) ———— wh) ——————
e) Wotgx” £) 2%(1—\/’1}) g) cos 2 h) o 30)
e 1, 3—sen(w+1)
il cigii = - ———"
os'x X Veos (2 +1)
X =¥ 1

1) arcsen V1 —xt=

PR M2 -9

? 9. Derivadas

BEL] De las siguientes funciones halla la derivada del orden
que se indica: '

a) flx) = cos 2x = f”"(x}
b) foy=2" = K
d) fa=Inx+Vx’=1) = "
=M 3x
e) )= & = ")
£ i =ln | & W
1—x
3 1
Solucién: @) 16cos2x b) ,zlrr(% % 61; 2 5122)
24(5" — 104 + 1) -3 3¢
<) —d) -
{n\;‘*’”s ‘\.-'{xl__-”} -\.."(x;_”s
x

e) —he+ 8" f) o

[] B Averigua la expresién de la derivada n-ésima de las
siguientes funciones:

b) flx)=2"
Solucién: a) (—1)" - (x—n)-e B} (In2) 2

EEE Calcula la funcién derivada de las funciones indica-
das a continuacion:

a) ) =x+ 1"

a) f=x-e*

d) fix) = (sen x)**"
e) ﬂX)=(X+1)

x<=4
f) fix)= Vxx‘cosx
n@x+1) z\/;]

Solucién: a) (2x+ 1" [———4-

Wr |

B) (ng* " [2x!n (Inx) + C+ 1} ¢) K (inx+x)

b) fx)=(nx* "

¢) fy=x"

xInx

i —senx _@. ﬁj" fil —‘_?X“
d) {senx [Inlsenx} +SW] ’J(,_J[h‘(,q) (x—ﬂ’}

o Vi L=t x|

@ EEE Hallay’:
a) x+xy—xy'=3 b) X' =y
Cwi—y=1, y-iny—y)
Solucién: a) x— 20y b) X+ (ylnx—x

B Sifix)= Vx, g'(x) =sen 2x y g(—:-) = % determina

(fe g}’(}) y (g“)‘*(%).
Solucién: (fog)"(m/4) = (V212)
[ BED Dadas las funciones:
fl)=x'+ 7
calcula la derivada en x = 0 de las funciones flg(x)) y g{fix}).
Solucidn: (fgloN)' =2 [g(f0))' =0

(g =1

glx) = sen x + cos x

A



El ET3 Relaciona las gréficas de las dos columnas, de ma-
nera que a cada funcién le asignes su derivada.

L IS

Ficupas 9.28.

Il BT La grafica de una funcién es la que se muestra en la
figura. ;Cudl es la grafica de su funcion derivada? ;En qué
puntos no es continua la derivada?

Y4

Figura 9.29.

Solucidn: No es continuaeny = 0yx =1

Derivada de una funcién en un punto

ST
il BT Considera la funcion definida por fix) = o
X
Calcula‘el valor de la pendiente de la recta tangente a la
grafica de la funcién en el punto de abscisa x = 0. Deter-
mina si hay otros puntos en los cuales la pendiente de la
recta tangente sea igual a la obtenida.
Solucién: m = —1. También tiene esa pendiente [ recta tangente
porx= —12

[F] EEL] Aplica la definicion de derivada de una funcidn en
un punto y calcutlala para las siguientes funciones en los
puntos que se indica:

a) fix)=—-14+x enx=-—1

b) f)=x"—2x—3 enx=2

c) fix)=0—-x7+1 enx=1

d} fx)=In{2x+1) enx=0
~1

e) ﬂX)_x+1 enx=2

1 v

f) fix)=—— enx=—1
Vi +1 ;

gl fl)=Vx—1 enx=1

Solucion: e} f(—=1)=1 BIF(2)=2 ¢)f(1)=0 «}f(0)=2

e)f) =119 F)F—1)=V24 g)Bf)

13 | Calcula la ecuacion de la recta tangente a la
grafica de fix) = ﬁ, en el punto de abscisa x = 1.

Solucion:x + 4y —3=10

@ EO Averigua las ecuaciones de la tangente y la

normalalacurvafixX)=1In(2—x)enx=1.
Solucién: Recta tangente: y = —x + 1. Recta normal: y = x — 1

15 ] Calcula las ecuaciones de las tangentes a la
curva 2x >+ y* =1 que pasan por el punto (1, 1),
Solucioniy = 1,y = 4x — 3
[ EEO Halla el punto de la funcién f(x) = sen x* en
que la recta tangente tiene pendiente —2\/; y escribe su
ecuacion,

Solucion: El punto es cuando x = Vi y la ecuacién de la recta
y=—Nmx+ 2w

EH1T Averigua los puntos de la gréfica de
f(x) = 3x* — 2" + x, en que la recta tangente es paralela a
larecta2x—3y+5=0.

Solucion: (1/3, 2/9), (1/9, 22/243)

18] | ;En qué punto la recta tangente a la funcién
flx) = x - " es paralela al eje de abscisas? Escribe la ecua-
cion de la recta tangente en este punto.

Solucidn: El punto de tangencia es P(—1, —e "), la recta tangente

. ) 1
tiene por ecuacion y = =

EETT Calcula las abscisas de los puntos de la gréfica de
fix) =2x*+ x>+ x—2 en que la tangente es paralela a
la secante que cortalacurvaenx= 0y x=1, 4=

-1+ V19

6

B Halla el valor de a y b para que la recta tan-

gente a la curva de f(x) = ax” + bx” + 1 en el punto (1/2, 0)
sea paralela al eje de abscisas.

Solucion: x =

Solucionia = 16,b = —8

Hl ET] Averigua para que valor de x la recta tangen-
. tealacurvay = In (¥ + 1) es paralela a la recta y = x, Fs-
cribe la ecuacién de esta recta tangente.

Solucion:y =x +In2—1

Andlisis



EEC Dada la pardbola y = x™:
a) Halla la ecuacién de su recta tangente que es paralela
alarecta—4x+y+3=0.
b) Halla las ecuaciones de sus tangentes que pasan por el
punto (2, 0).
Solucién: ajy=4xr—4 bjy=0ey=8—16

_ 3— 2%
B Considera la funcién fix) = :

a) Halla los puntos de la grafica en los cuales la recta tan-
gente es paralelaalarecta3x + 4y +5=0.

b) Calcula la ecuacién de estas rectas tangentes.

Solucion: w}P, (2, =12y P, (=2, —7/2)
Bly+12=(=34K—ey+T72=(-3M4)k+2)

EED Calcula la pendiente de la recta tangente a la
grafica de f(x) = In (3x — 2) en x =2, y en qué punto la tan-
gente es perpendicular a la anterior.

3 4
Solucidn: m = ZyEPtal que la tangente tenga pendiente 3

EE] Dada la funcién fix) = In (x* + x + 1), averigua
los puntos en que la recta tangente es perpendicular a la
tangente en el punto de abscisax = —1.

Solucion: (0,0, (1,In 3)

EEE Averigua el nimero de rectas tangentes a la gréfica
de la funcién fix) = x* — 4x que contienen el punto (0, 1).

Solucidn: 1

B Determina en qué punto a € (0, =), la tan-
gente a la curva flx) = In (sen x) es perpendicular a la bisec-
triz del primer cuadrante.

3
Solucidn:a = ~4E

[ Dada la parabola de ecuacién y = x* — 2x + 5,
halla la ecuacién de la recta tangente que es paralela a la
recta que une los puntos de dicha parébola de abscisas
x=1yx=3.

. Solucion: y = 2 + 1

=R Halla los puntos de la parabola y = —2(x — 2)°
cuya recta tangente pasa por el origen de coordenadas. A
continuacién averigua las ecuaciones de dichas tangentes.

Solucién: P(2,0) = y = 0,P(—2,0) — y = 16x

EE Dada la funcién f(x) = x’, averigua si la recta
tangente a la gréfica de esta funcién en el punto de absci-
sa 3 pasa por el punto (1, 5).
A continuacién, encuentra todas las rectas del plano que
pasan por el punto (1, 5) y son tangentes a la gréfica en al-
gun punto.
Solucion: Tangenteenx = 3:y = 27x — 54,
Tangente que pasa por (1,5)ky =3¢+ 2

B Se considera la funcién fix) = x* + m, donde
m = 0 es una constante.

a) Para cada valor de m halla el valor a = 0 tal'que la recta
tangente a la grafica de f en el punto (g, fla)) pase por
el origen de coordenadas.

b) Halla el valor de m para que la recta y = x sea tangente
a la gréfica de f(x). :

Solucion: @)a=*=\Vm bim= y:

Continuidad y derivabilidad

ofH

@ g. Derivodos

Calcula ay bsi (0, 0} es un
la recta tangente es el eje OX.

Soludén; ) = a + ¢

BT Indica en qué puntos flx) = 2+ x—1] no
es derivable. e

Selucidn: x = Jz—yx =—1
[ Estudia la derivabilidad de la funcién
fix)=V|xienx=0.

B ] [PNF Razona si son derivables en el cero cada una
de las siguientes funciones de variable real:

x+1 six<0
a) fx)=12 six=0 b) gx)=Vx +x
x+3 six>0

ELT] Justifica si cada una de las siguientes afirmaciones
es verdadera o falsa. En el caso de que consideres que la
afirmacién es falsa, pon un ejemplo ilustrativo.

a) Para cualquier funcién polinémica de segundo grado
existe un punto tal que la recta tangente a la funcién
en ese punto es una recta paralela al eje de abscisas.

b) ShhR=RygR— R verifican h'x) = g'(x), entonces
hix) = gx).

0] Estudia la derivabilidad de la funcion:

e* six=0
fg=11—-x si0<x=1
X six>1

EETE Estudia la derivabilidad de la funcion:

E(x—1) six<2
4—2x .

flx) = —x'zt-é' siZ=x=m
sen x six>

e'—1 six=0

[ Sea fla funcién definida por{xe_' S x<0
Estudia la derivabilidad de fenx = 0, si es posible, calcu-
la la derivada de f en dicho punto.

: e six=0
Soludén: 1) =1 (; _ 300+ iy<0

B Sea f- R — R definida por fix) = 2 — x x..

‘a) Eshoza la gréaficadef.

b) Estudiala derivabilidad de fen x = 0.

¢) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f
en el punto de abscisa x = 2.

Solucion: €}y = 4 +6
B Estudia la derivabilidad de f: R — R definida

T sixF—1yx+1

0 six=—Tox=1

por fix) =




o @

B Estudia la derivabilidad de £: (0, +e) — [ de-

V3+xi—x si0<x=<1

s 22 2 -
finida por fix)=1 1 X ki . Calcula la fun
x 4
cién derivada.
— X SR
V3441
Solucién: F{x) = Ly
?—E six>1
senx  six=0

BRI Considera la funcién f(x) ={

x—axX six>0

¢Existen valores de a con los cuales f sea derivable en toda
la recta real? En cualquier caso, razona la respuesta y, si es
afirmativa, encuentra dichos valores.

] Se sabe que la funcién f: (— 1, 1) = R definida

27— (1/2x+c¢ si—1<x<0
es derivable en
V1—x

el intervalo (—1, 1).

por flix)'=
si0=x<1

a) Determina el valor de la constante c.
b) Calcula la funcién derivada f.

c) Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a la gréfica
de fque son paralelas a la recta de ecuacién y = —x.

&—112 si—1<x<<0
Solucidn: @) c=1 &) ) = ~
VI—x

sil=x<1

3 5
cly=—x+ 32ez,y— X+ F
EE] Determina los valores de los parametros ay b
para que la funcién siguiente sea continua y derivable en
x=2.
ax’ +2x+3
X+ bx+5

six<?2
six=2

-
Soluddn:a=7/2,b=14

BB Determina el valor del pardmetro a para que la si-
guiente funcién:

_ | xlogx
A { a(l—e™

sea derivable en x= 1.

si 0<x=1
si x>1

Solucidn: No es derivable en x = 1 para ningiin valor de a

EE] Averigua el valor de los pardmetros a y b para
que la siguiente funcion sea derivable en x = 1:

ﬂsz{xz—ax+b

alnx

six=1

si x> 1

: Soluddn:a=1,6=10
B [¥Ni] Se sabe que la funcion f: [0, 5] — R definida
si 0=x<2

es derivable en el

—4+Vx—1 si2=x=5

intervalo (0, 5). Calcula las constantes a y b.
Solucidn:a = —7/2yb=1

49 < . Determina b y ¢ para que la funcién

x si x=2

Ic("():[—M-H»H—c si x>2

a) Sea derivable en todos los puntos de R.

b) Calcula la ecuacion de la recta tangente en el punto de
abscisa 1.

Soludidn: @)b=13yc=—16 bly=3x—12
H EE Determina:

a) Los valores de las constantes a y b sabiendo que la gréfi-
ca de la funcién f: R — R definida por:

et
IF(‘,()_[a:m-l—b

si x=0
si x>0

admite recta tangente en el punto (0, 1).

b) Los valores de‘las constantes ¢ y d para las cuales la
gréfica de la funcion g: R — R definida por:

e’ si x=0
g0= [cx2+d si x>0
admite recta tangente en el punto (0, 1).
Solucion: @)a=—1,6=1 bjc=—-1,d=1
H Calcula los valores de a y b para que la funcién:

3x+ 2 si x<0
fo)=1% +2acosx si 0sx<m
ol + b si x=mw

sea continua para todo valor de x. Estudia la derivabilidad
de f(x) para los valores de a y b obtenidos en el apartado
anterior.

Solucism:a=1,b= =2

Ejercicios de aplicacion
EE Dada la funcién fix) = 1 — x°, se pide:

a) Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f
en el punto Plg, fla)), donde 0 <a < 1.

b) Halla los puntos A y B en los que la recta hallada en el
apartado a) corta a los ejes vertical y horizontal respec-
tivamente.

¢) Determina el valor de a € (0, 1) para el cual la distancia
entre el punto A y el punto P(a, fla)) es el doble de la
distancia entre el punto By el punto P(q, fia)).

Solucion: a)y = a' — 2ax + 1
Va
2
| Sea f: R — [ la funcién continua definida por:

2 - x|
X—5x+7

P+
b) Enx=0,A0,d' + 1}‘Eny={),5{az—ﬂ,ﬂ) c)a=

si x<a ,
. , donde a es un nimero real.
si x=a

f(x)=[

a) Determina a.
b) Halla la funcién derivada de f.

=1 six<<2
Solucién: @)a=3 b)) =11 si2<<x<3
X—5 six>3

@ Andlisis



B La curva f(x) de la figura tiene pdr dominio el
conjunto de los nimeros reales.
[ oot |
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2 - 4
Ficuna 9.30,

a) Determina los puntos en los que la funcion vale 0. De-
terminar los valores de x para los cuales la funcion es
positiva.

b) Calcula en qué puntos se anula la derivada y en qué
puntos f{x) < 0.

¢) Halla la ecuacion de la recta tangente en el punto de
abscisa x = 2.

d) Determina la ecuacion de la recta tangente en el punto
de abscisax = —1.

e) Determina a sabiendo que fix) = alx + 1)(x — 2.

Solucion: a) La funcién vale 0 parax = —1y parax = 2,y es positiva
parax < —1. b) Laderivada se anula parax = 0y parax = 2

yfix) <Oparax<0yx>2 c)y=0d)y=—-3%x—3
ela=—113

B En la figura se puede ver parte de la gréfica
de una funcién f que esta definida en el intervalo (=3, 3) y
que es simétrica respecto al origen de coordenadas.

=5 Y|
2 »,é__.:;
}

d3-1p [0l 7973 4%

i
i

Ficura 9.31.
a) Razona cudl debe ser el valor de f(0).
b) Completa la gréfica de f.
¢) Halla f(x) para los x € (-3, 3) en los que dicha deriva-

da exista.
1T si—=3<y<-—1
= § 0 si—1<y<0
Solucion: @) No existe f{0) ) flx) = 0 d0<x<

12 &§i1<x<3

R Un globo de radio r, que contiene hidrégeno,
aumenta su volumen un 5%. Calcula su variacion de area.

Solucion: 3,33 %

BEEE Dadas las curvas y=x"— 1y x’ +xy — 1 =0, averi-

gua sus puntos de interseccién y calcula las pendientes de

las rectas tangentes en cada uno de ellos. A continuacion,

halla para cada punto el angulo que forman dichas tan-
gentes.

Solucién: Puntos de interseccion (1,0}, (—1,0). Paray = x* — 1,

lapendiente en (1,0)es2yen(—1,0) es —2. Parax’ +xy—1=10

la pendiente en los dos puntos es —2. El dngulo que forman

las tangentes en (1, 0) es 53,13°y en (—1, 0) forman un dngulo de 0°

58]

59)

B Halla la ecuacién de las tangentes a a curva
de ecuacion 2x* — y* + xy =0 en los puntos x = 1.

Solucion: En (1, —1) latangente esy = —x.En (1, 2) la tangente ssy = Zx.

BB ] Calcula los valores de a para los que las tangentes a
las curvas y=¢" e y = e *en los puntos (a, &) y (a, e ™)
sean perpendiculares.

Solucion: g = In 2

E#E ) A partir del enunciado anterior, estudia si puede
existir algun valor de g para que las tangentes en Jos pun-
tos indicados sean paralelas.

Solucidn: No es posible

EEN ] [¥N3] Un incendio se extiende en forma circular de
manera uniforme. El radio del circulo guemado crece a la
velocidad constante de 1,8 m/min.

a) Determina el area quemada en funcion del tiempo t
transcurrido desde el inicio del incendio.

b) Calcula la velocidad de crecimiento del drea del circulo
gquemado en el instante en que el radio llegue a 45 m

Solucion: a) 3,24 m’, donde t estd expresado en minutos
b) 6,48t m’/min

R Una persona camina a una velocidad cons-
tante de 3 m/s y se aleja horizontalmente y en linea recta
desde la base de una farola cuyo foco se encuentraa 10 m
de altura. Sabiendo que la altura de la persona es 1,70 m,
calcula:

a) La longitud de la sombra cuando la persona se en-
cuentra a 5 m de la farola.

b} La velocidad de crecimiento de la sombra a los t se-
gundos de empezar a andar.

Solucion: a)x=1,024m b)0,614m/s

Actividades de respuesta multiple

Escoge y razona la respuesta correcta en cada caso:

B Considera la funcién f: B — R definida por
fix) =’ — 5¢ + 5% + 3y larectar: 2x + y = 6. Determina,
si es posible, un punto de la gréfica de fen el que la recta
tangente sea r.

a) (1,4) b) (4,1) c) (4,0
= Considera la funcién f: R — R definida por

si x=0

3ax+b : S
fix) = gt G oo Determina a y b sabiendo que

fes derivable.
1
al a=b=1 b}a=;yb=—1 cJa=%yb:1

EE¥E Calcula el angulo que forman las rectas tangentes a
las curvas de ecuaciones xy =1y x*—y>=1, en los pun-
tos de interseccién de dichas curvas.

a) Puntos de interseccién: (a, b) y (—a, —b). Son perpendi-
culares las tangentes en ambos puntos.

b) Puntos de interseccién: (a, b) y (—a, —b). En (a, b) las
tangentes son perpendiculares y en (—a, —b) forman
un dngulo de 45°,

¢) Puntos de interseccién: (a, b) y (—a, —b). En (g, b) las
tangentes son perpendiculares y en {(—a, —b) forman
un dngulo de 0°.

Derivodas




